B-3値論理関数の標準形 by 向殿,政男
II-150B-3値論 理 関 数 の 標 準 形














対応させ,す べての命題 を真か偽 かいずれかであると
して論理を展開 して行 く。著者 らは,真 理値1,0の
他に第・翻 の麺 値として詰 導入し・ ・総 理を
含むように拡張 した特殊な3値 論理 －C形 論理関数一
を定義し,そのい くつかの性質 について述べたCl)。こ




うな・齢 理蹴 である.次に,酬 責了を聯 定"
に対応させたB-3値 論理関数 を定義 し,B-3値 論
理関数が満足すべき条件にっいて考察 した{2}。以上 の
C形論理関数,B-3値 論理関数はFait-Safe論理 に
利島1でき,この理論的な考察 も報告 したE3〕。 そこで述
べたように,C形 論理関数はB--3値論理関数の特殊
なものである。
B-・一3値論理関数 とは,3値 をとる変数 と,AND,




(3k・それぞ抽1い られている.こ れ らは,B_3値 論
理関数の標準形の素朴な形であるが,本 論文ではこの
標準形 について統一・的に考察する。即ち,B-3値 論
理関数の標準形 を2値 論理関数の標準形の拡張 として
定義 し,特 に,一 意的 に定 まる標準形－B-3債 主加




るとい う内容的 な意味を持 った論理体系で,次 のよ う
に定義 される。
定義1喋 合v・一{弓1}の 」・に繊 ・・Y・ ～
が定 義 され て い る代 数系
〈V3,㌧Y,～ 〉
をB-3値 論理 とい う。たs.し,





－方,B-3値 論 理 関数 を次 の よ うに定 義 する。
た ゴし,半 順 序 関係 ≧ は
S≧・,S≧… ≧・・a∈Vl









(ii)∀a,b∈V3nに ついて α≦bな らば
F(a)≦∬(b)
を満 す とき,FをB-3値 論理 関数 とい う。
た ゴし,巧={0,1}で あ る。ll
次 に,B-3値 論理 の式 を次 の よ うに帰納 的 に定義
す る。
定義3:{1}0と1は 式 であ る。
{2).T1,…,Xnは 式 であ る。
(3)●1,IP'2が式 な らば,酌 ・脇,V,',YIP'2,～Ψ1
は式 であ る。
田 上 で与 え られ る もののみ が式 であ る。 ‖
B-3値 論理 の式 は,.Tl,……,.TnをV3の 値 を
とる変数 とす る とき,各 変数 と演算 ・,Y,～ の結 合
で表 わ され る3値 論 理関 数 とみ なす こ とが でき る。 あ
るB-3値 論理 の式 ψ が表現 して いる3値 論理 関数
はB-3値 論理 関数(定 義2)で あ り12},逆に,任 意
のB-3値 論理 関数 はB-3値 論理 の式 と して表現 で
き るこ とが示 され て いる{2)。しか し,あ るB-3値 論
理 関数 を表現 して いる式 は,一 意的 には定 ま らず,一
般 に無 限個 の式 が存 在 す る。
倒1:式x!Yai・x2が 表現 してい る関数 は,式Xl
が表 現 してい る関数 と等 しい。す なわ ち,
・TIY・CCI・・r2=Xll|
なお,演 算 の強 さは,～,・,Yの 順 とす る。
本論 文で は,B-3値 論理関 数の標準 形 につ いて考
察す る。
§3.B-3値 加法標準 形,B--3値 乗 法標 準形
定義4:変 数.riま たは,変 数 の否定 ～Ciを 文字 と
い い,.Z'tと～勘 とは互 に補元 であ る とい う。II
定義51同 じ文字 を2度 以上,か つある文字 とその補
元 とを同時 に含 まない文字 のAND(・)を 積単項,
OR(Y)を 和 単項 とい う。|1
例2:Xl・・y・z'2・・T3やrvXl・tW.r2は積 単項 で ある。U
定義6=同 じ文 字 を2度 以上含 まな く,か つあ る文字
とその補充 を同時 に含 む文字 のAND(・)を 相補 積
単項,OR(Y)を 相 補称単項 とい う。|1
例3:ev.T!・X2・～x2や ～.rl・.rl・～.t'2・.x'2は相補 積
単 項 であ る。11
定義7=同 じもの を2度 以上含 まない よ うな積単項の
OR(Y)で 表わ され る式 を加 法 標準 形,和 単 項の
AND(・)で 表 わ され る式 を乗 法標準形 とい う。ll
定 義7の 加 法標準 私 乗 法標 準形 の定 義は2値 議
の場合 の定 義川 と一 致 する。
定義8:同 じもの を2度 以 上含 まない よ うな相補騨
項 のOR(Y)で 表 わ され る式 を相 補加 法標 準形,相
補 和単項 のAND(づ で表わ され る式 を相 補乗法標
準形 とい う。ll
定義9=加 法標 準形 と相 補加 法標 準形のOR(Y)で
表わ され る式 をB-3値 加 法標 準形,乗 法標準形と相
補乗 法標準 形 のAND(・)で 表わ され る式 をB-3
値乗法 標準 形 とい う。Il





が成 立す る か ら{3},すべて のB-3値 論理の式は必ず
B-3値 加 法標 準形,B-3値 乗法 標準形 に展開でき
る ことは明 らかであ る。 す なわ ち,任 意 のB-3鱈
理 の式 に対 して,関 数 として見 た ときそれ と等 しいB
-3値 加 法標準 形,B-3値 乗 法標 準形 で表わされる
式 が必 ず存 在す る。 た ゴし,こ れ は一意 的 には定まら
な い。




は成 立 しな いか ら{3),分配 律で展 開 して いっても,あ
る変数 につ いて補元 を含 む項 が現 われ るか ら,B-3
値加 法 標準形,B-3値 乗法標 準形 の 中には相補茸埴
標準形,相 補乗 法標準形 が含 まれ るわ けで ある。ひ
が2値 論理 の場 合の標 準形 と異 な るところで,2値論
理 の場 合は上 の相補加 法標準形,相 補乗 法標準形はす
べ て消去 で きる。他 はすべ て2値 論 理の場合 と同様で・






次 に,相 補積単項,相 補 和単項 に関 して成 立する等
式 につ いて考 察す る。す なわち,次 の定 理が成立する。





が 成 立 す るeII











これは,一 般 に相 補律XiYtv.rj=1は成 立 しない
が,任 意の変数 につ いて 互 に補 元 な文字 が 積(AND)
で結ばれている場 台 は省略 が可 能 で ある。 また,こ の
定理を逆 に用い る と
il1'・Xi・・v.ri=Ψ・.Ti・eV.rt・(～エ∫Yエゴ)
=萌 ・SCt・～エi・～ 工呈Yψ・工`・]エε・エ∫
とな り,これ に よ り相補 積単 項 につ い ては,各 項 にす
べての変数が存 在す る よ うな相 補積 単項 の和(OR)で
表現できることにな る。 これ は丁度,2値 論理 で任 意
の項が各項 にすべて の変 数が存 在 す る よ うな最 小項の
和で表現で きるこ とと同 じであ る。B-3値 論理 では,
項が相補積単項 でない場 合 は この よ うな こ とは成立 し
ないが,相 補積単項 の場 合 には成 立す るわ けであ る。
この事情は相補 和単項 の場 合 に もま った く同 様 であ る。
すなわち,次 の定理 が成 立す る。












相補和単項をそれぞれ相補最小項 ,相補最 大 項 と し、
う。ll
上 に 述 べ た こ と よ り,す べ て の 相 補 積 単 項 は 相 補 最
小 項 の 和(OR)で,す べ て の 相 補 和 単 項 は 相 補 最 大
項 の 積 に 展 開 で き る こ と が 知 ら れ る 。
例5:相 補 積 単 項 ～ エ1・.rl・x3を相 補 最 小 項 の 和 に




本章以降,本 論文では加法形(積 和形式)に 対する
標準形 についてのみ考察することにする。よって,た
ゴ項 とい う場合は積単項 を,相 補項 とい う場合は相補
積単項を示すもの とする。乗 法形(和 積形式)に つい
て もまった く同様に考察できる。
γ♂ の各元 と,項および相補最小項 との間の一対一
対応を定義 しよう。
定義11:(2}・(3)a==(al,……,an)∈V3nに対 して,項
.Tlal・… … ・:iaE・ … ・一'.Tnαn
たs"し,α!=0の と き:1α τ=tv.t・t
at=1の と きVtαi=x`
・P† の とき ・iat-1
をaに 対 す る 項 と い う 。ll
定 義12:a==(ah・・… ・,ab… …,a。)∈V3n…-V2n・に
対 し て,相 補 最 小 項
arlar・・… ….fCial・ … ・… エnan
た ゴ し,al=0の と き.t'tαt=～ 」Ct
al=1の と き ・Tiα1=.Tf
a・一 丁 の と きXtai-x・ ・..一,.rt・
を α に対する相補最小項 とい う。ll




逆 に,項 お よび相 補最小項 に対 して,一 意 的 にv3n
の元 を対応 させ る。
定義13:項 α に対 して,V3nの 元
a=(al,……,ai,… …an)
たS'し,α に文字t'tが存 在す る ときat==1
αに文字 ・-」.Xtが存在 す るときai=0
1
alこ変 数t'1が存在 しない ときai=-2一
を α に対 す る元 とい う。11
定 義14:相 補最小項 βに対 して,V3n-V2nの 元
(75)
b=(b,,… …,b∫,… …,bn)
たS－ し,β に 文 字X'tが 存 在 す る と きbt=1
β に 文 字 ～Xtが 存 在 す る と きbt=・0
βに 面一 が融 するとき ρ・一†
を βに対 す る元 とい う。ll
V3nの元 の間 に半 順 序関 係 ≧が定 義 され て い る{2}・(3}
が,同 様 に項 お よび相 補最小 項 の間 に も次 の よ うな 半
順 序 関係 ≧ を定義 す る。






定義16:相 補最 小項aに 存 在 す るす べ ての文字 が相 補




の ときa≦ β 「1
これ らの定 義 にお い て,明 らか に,V3nの 各 元 と項,
V3n－γ2nの各 元 と相 補最1ト項 との対応 は一 対 一 で あ
り,V3nの 元の 間の判 回亨関係 は,項 お よび相 補 最小
項 の間 の半順 序 関係 と同形 で あ る。
項 お よび相 補最 小項 に つい ては,次 の性質 があ る こ
とはす で に示 した こ とで あ る{2L」3}。
定理3{2L{3}:αを項,α に対 す る元 をaと す る とき
(1)a(の=1← ⇒a≧b⇔a(b*)={1}
{・}・(b)一丁 ⇔ ・・(・±b,・ ≧・,
b≧ ¢)← 〉 α(b*)={0,1}




証 明)文 献i3}参照 。 薗
定 理4(2)・c3):βを 相 補 最 小 項,β に 対 す る 元 をbと す
る と き 、




B-3値 加法標準形の うち,相 補項の存在 しない も
の一加法標準形一,お よび相 補項のみか らなるもの一
相補加法標準形一 に関して,次 の性質があることもす
で に 示 し た 【2)・(3)。
定 理5{2)・(3}:?1"を加 法 標 準 形 と す る と き,













B-3値 論理関 数F:V37t→V3に おいて,集 合
F-・(・)・F-・1(・)・F-1G)をそれ ぞ撤 の ように定




す な わ ち,集 合V3nは,集 合 ・F'](1),F-1(0),
F1㈲ の 直 和
v・n-F-1(1)+F-・(o)+F-'(4)
・ な る ・ こ ・・[・・F-一・(1)・F-1(・)、F-1㈲ に は 次
の性質 が あ る。




つ い て ・b∈17-1(0)
{・)・∈FI㈲ な蝋 ・≧aな るすべての元b・
ついてb∈ 肝1㈲ 門
証 明)B-3値 論理 関数 の定義2Gi)よ り,a2b
の ときF(a)≧f"(b).」'(a)=1とす れ ばF(b)=1で
なけれ ばな らない か ら(1)が成 立す る。 同様 にF(a)=
0と す れ ばF(b)=0で なけれ ばな らない から{2}が成
立 す る。{3}も同様 にb≧ α な らば 故 の ≧F(の よリ
・⑭ 一† ならばF(ω 一丁 となることよ り示さiv
(76)
る。 ■
以上によ リ繰 合F-i(1),F-1(・),F-1㈲は 半
傾胴 係 ≧ に関 して半順序集合 をな し欲 の定 義を
得る。
定割 ・半順序関係 ≧ に関 して・F-1(1)・F"i(0)の
すべての極大元からなる集合 をOF"i(1)・∂F",(0)と
表わし,F-1㈲ のす べ⑩ 極極 から な 礁 合 を
蝿)と 勅 す ・とにする・1[
集合 ・F-t(1),・F-1(・),・F-!(S)1・・B-・ 値
論理関数Fが 与えられれば,明 らかに,一 意的に定ま
る。
すべての ・子'㈲ の元 ・に対して・α・畔D
の極小元であ るか ら,任 意 のb〈aな る元bは ・b
∈F-i(1)か又はb∈ …F-i(0)のいず れ か で あ る。 この
とき,次のように ・F-1㈲ の元 を二つの種類に分類
する。なお,a≧bに おい て,α ≒bの ときa>bと
書くことにす る。
定義18・・∈・F-・㈲ の うち・a>b∈F"i(1)なる元
嚇 在するような元 ・ か らな る集合 担 瓦一《†〉
・うでない ・F-1㈲の元か らなる給 すなわち・
a>bな るすべ てのbに 対 してb∈F－](0)な る元 α
からなる集合 を ・F・一・(12)とす る・|1
こyで,B-3値 論理 関数Fを 表 現 す るB-3値 論
理の式 を与 えよ う。
定理8:∂F－ユ(1)の各 元aに 対す る項 を α・,





証明)F(の=1と す る。 ∂F-i(1)の定 義17よ りa
≦aOなる元(tOが ∂F-1(1)に存 在す るか ら,IFIには
((aeなる項 が存 在 して ,定 理2よ り αa・(a)=1.よっ
てFi(a)=1.
F(・)一† とする・∂F-〈丁)に・・定義17より・・≧・・
なる元aOが 存在 して,し か も ∂F-1(Dのい か な る元
bに対 して もb李aOで あ る。 よ ってFl(αo)≒1,また
・・αoよ})Fi(・)≒1
・ひ で,・・}ま・叶Dの 元 で
あ・場合と∂凡一1㈲ の元である場合 と{・分 け ら㌶ ・
・・∈・F・-1㈲ の場 合は 淀 義18より ・F-1(1)・i'1・`
bと あ る元Cが 存 在 してb≧C,α 。≧C.
その ときには,Ftに はbに 対 す る項 αbが存 在 し
て淀 理 ・より ・・(・)一丁・故に,・≧・・よ り
・・ω 一音 とな りF・ω 一吉
・・∈・バ 《ー去)の場合は定義によリF'に は ・・に対
す る相補最小項 βa・が存在する。 α≧aeよリ定理4
か ら β・・ω 一一,よ って ρω 一丁・
Fω 一・とす る.a≧a・ な る元 … ま ・P'(⊥2)に
は存在 しない。なぜならば,も し存在したとすれば定




"一'li,a≦ αoな る元aOは ∂F-1(1)には存 在 しな
い。 なぜ な らば,も し存在 した とす れ ば,F(aO)=1
よ りF(α)=1と な り矛盾 す る。 よ って,a≦aOな る
元 α0に対す る項 は存在 しないか ら
Yaa・(a)≒1
at∈∂F-!(1)
一 方,∂F-1(1)のある元 αoと,あ る元eが 存在
して,aO;}IC,a>Cである とす る。 この とき,F(αD)
=1よ りF(c)=1と な リF(a)≧1と な ってF(α)
一ほ は 丁 からF(・)一・ とい う碇{・ 反する・ よ




以 上 に よ りFi(α)=0.よって示 され た。6
定 理8で 与 え られ るB-3値 加法標準 形 は・明 らか
に,与 え られ たB-3論 理 関数 に対 して一意 的 に定 ま
る。 よ っこ(,この標 準形 をB-3催 主加 法標 準形 と呼
ぶ こ とにす る。 この標 準形 に対 して,少 し注意 をして
お く。
・F-・(・)のすべての元 国 する項 と ・F1㈲ のす
べての元に対する相補最小項の和(OR)でFをすでに
表現 してい るのであるが,∂F-1(1)の元に対する項 に
よリ,あ る醸 の －li-一・etが翻 できるため・































































































な る関 数 の ・一 ・eち・一・e・,十一 ・etを図 示す る






次に,B-3値 論理関数が,B-3値 論理の式 とし
て与え られ た場合,こ の式のB-3催 主加法標準形を
求める手順 を示そ う。任意の式は §3で述べたように
B-3値 加法標準形 に展開できる。こsに は,一 般に
相補項が存在す るが,定 理1で 述べたように,任 意の
相補項は相補最小項の和に展開す ることができる。こ
の ようにして,任 意の式は項 と相補最小項だけの和に
展開できる。こyで,α,β を項または相補最小項 と
するとき,α に存在する文字がすべて βにも存在する
な らば,B-3値 論理 では吸収律が成 り立つか ら
αYβ=α










上 の手 順 で与 え られ る式 がB-3催 主加 法標準形で
あ り,一 意的 に定 ま るこ とは以 下 の よ うに して示 され
るこL'
定理9:a,β を項 ま たは相補 項 とす る。その とき,
等式
αYβ=α
が成 立す るのは,α に存在 す る文字 が すべて βに存在
す ると き,お よびそ の とき に限 る。1[
証 明)α に存 在 す る文字 がす べ て βに存 在す るなら
ば β=α・βノと置 け るか ら,
αYβ=αYα ・βノ=α・(1Yβ')=α
とな る(B-3値 論理 では吸収 律が成 立す る)。
逆 に,α に存 在 す る文字 が βに存 在 しなか ったとす
る。 その よ うな文 字 をエ とす ると α=訟 α'と置ける。
この と き,x=O'と す る と α=0.一 方,β にはxが
存在 しない か ら,β が項 な らば β=1,β が相補項な
らば β一音 になるように微 数に数値を割 り当・・
こ とが で き る。 これ は,αYβ=`κ に反 す る。 よって,
そ の よ うな文字 工は存 在 しな い。以 上 に よって定理は
示 され た。 ■
系11a,β を項 とす る とき,
、
αYβ=α




証明)定 理9よ り・αYβ=α な らばaに 存 在す る
文字はすべて βに も存在 す る。 よって定義15より α≧
βであ る。逆 も同様。s.
系2:α,β を相 補相小項 とす る とき・
αYβ・=α
が成立す るの は,α ≦β が成 立す ると き,お よび その
ときに限 る。ll
証明)定 理9お よび定義16よ リ系1と 同様 に証明 さ
れる。6
定理IO:αを項,β を相補 最小項 とす るとき,
αYβ=ec
が成立するのは,α に対 す る元 を α,β に対す る元 を
bで 表わす とき,あ る元Cが 存 在 して,a≧C,b≧C
となるとき,お よびそ の とき に限 る。1[
証明)あ る元Cが 存 在 して,(α≧C,b≧Cな らば,
定理3よ りa(b)≒0で あ る。V3nの あ る元 をalと'
すうとき
・吐 とすれば鯉 ・よ蝋 ・')一音
α(at)≧α(b)≒0より α(a')"eO.よって
a(al)yβ(al)=α(a∬)
α∫吉bと すれ ば定理4よ り β(ai)=0
よって,α(a')Yβ(a')=α(at)
以上によ り・ αYβ=α であ る。
逆は対偶 をとって証 明す る。
`t2e,b≧cなるcが 存在 しなけれ ば定理3よ り
・(・)一α 一方 ・βω 一音 よ り 綱 一・・ は成 立 し
ない。 薗
以上によリ,B-3値 論理関数が項および相補最小







・とは ・F・㈲ に対する相続 ・1頓を求める・とを
敵 し(系2),項と相襯 小項 のilsで省暗算を行な う






定理n・FとGと が等 しいB-3値 論醐 数であった
とき・FとCのB--3催 主加法 標準形 は一致 す る。]1
証 明)Fに 項 αが存在 した とす る。 αに対 す る元 を
aと す る。 α(α)=1よリF(a)=1.F=Gよ リG(a)
=1・G(a)=1な らば定理3よ りb≧aな る元bに 対
す る項 βがGに 存在 す る。b>aで あ った とす る。そ
の とき,前 と同様 にP(の=1よ りG(の=1 ,F=G
よ りF(の=1.F(の==1な らば定理3よ リFに はc
≧bな る元cに 対 す る項rが 存 在す る。c≧b>aよ
り7>α とな りaが 極大 元であ る とい う仮定 に反 す
る。 よってbteaす なわちb=aと な り α=β とな
って項 αはGに も存在 す る。
Fに 相 補最小 項 αが存在 した とす る。(rに対 す る元
をaと す る。そ の とき,a≧cな るす べての元cに
っい てF(の ≒1で あ る。なぜ な らばE(c)=1とす る
とb≧eな る元bに 対 す る項 βがFに 存在す る こ と
にな って,α ≧c,b≧cよ り相補 最小 項aは 項 βに,
定理10で示 ナ よ うに省略 され てし まいFがB-3催 主
加 法標準形 でaがFに 存在 す るとい う仮定 に反 す る。
・(・)・S・ りF(・)一丁 とな る・F(・)一† な らば
F-Gよ りG(・)一音 これ よ リ)tG・ ・まb≦ ・ な る
元bに 対する相補最小項βが存在するかまたは,あ
る元cに 対 してa≧c,b≧cと なる元bに 対する項
βが存在するかであるが後者は成立しない。なぜな ら




b<aと する詑 理 ・よリ αb)一丁ゴ(b)とな り
Fにはb≧Cな る元Cに 対する相補最小項rが 存在
するかまたは,あ る元{tに対 してb≧{」,e≧∂ とな
る元Cに 対する項rが 存在するかであるが、前と同'
様後者は成立しない。 よって,b≧¢なる元Cに 対す
る相補最小項rが 存在す る。a>b≧cよ り α>rとな
りαが極小元であるという仮定に反する。 よって,b







{3〕の一環 をなすもので,本 論文では,あ いまいさを考
慮した3値 論理関数－B-3値 論理関数一の標準形を
《79》
定義し,こ れを求めるアル ゴリズムを示 した。 これ に
よ り,B-3値 論理の数学的性質がかな りはっき りし
たと思われ る。
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